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ESPACES DE FONCTIONS DE CLASSE Cr SUR OF
MARCO DE IESO
Abstract. In this paper we introduce a class of Banach spaces of functions of class Cr
(where r is a positive real number) and the associated dual spaces of distributions of order
r, which turn out to be useful in p-adic Langlands theory ([10]). We construct a Banach
basis for these spaces and we give a criterion for telling when a linear form on a space of
locally Qp-polynomial functions extends to a distribution of order r. This generalises the
classical results of Amice-Ve´lu and Vishik ([1], [20]).
Re´sume´. Dans cet article nous introduisons certains espaces de Banach de fonctions de
classe Cr, ou` r est un re´el positif, et leurs duaux des distributions d’ordre r, qui se reve`lent
utiles en the´orie de Langlands p-adique ([10]). Nous construisons une base de Banach de ces
espaces et nous donnons un crite`re pour qu’une forme line´aire sur un espace de fonctions
localement Qp-polynomiales s’e´tende en une distribution d’ordre r, ce qui ge´ne´ralise des
re´sultats classiques d’Amice-Ve´lu et Vishik ([1], [20]).
Table des matie`res
1. Introduction 1
1.1. Notations 2
1.2. E´nonce´ des re´sultats 3
2. Fonctions de classe Cr sur OF 5
2.1. De´finition 5
2.2. Premie`res proprie´te´s 8
3. Lien avec les fonctions localement analytiques 14
3.1. Espaces de fonctions localement Qp-analytiques 14
3.2. De´composition en vaguelettes des fonctions de classe Cr 16
3.3. Construction de sous-espaces ferme´s 22
4. Duaux 23
4.1. Distributions d’ordre r 24
5. Une autre notion de fonction de classe Cr sur OF 26
Annexe A. 28
Re´fe´rences 32
1. Introduction
Soit p un nombre premier. La correspondance de Langlands p-adique pour GL2(Qp), com-
mence´e sous l’impulsion de Breuil ([5], [4]) et e´tablie par Colmez [9] et Pasˇku¯nas [15] a` la suite
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des travaux de Colmez [8] et Berger-Breuil [3], est une bijection entre certaines repre´senta-
tions de dimension 2 de Gal(Qp/Qp) et certaines repre´sentations de GL2(Qp). En particulier,
dans [3], une e´tape importante dans l’e´tablissement de cette correspondance pour la classe des
repre´sentations galoisiennes de dimension 2, absolument irre´ductibles et devenant cristallines
sur une extension abe´lienne de Qp, est la description explicite du comple´te´s unitaire universel
de certaines induites paraboliques localement alge´briques ([3, The´ore`me 4.3.1]). C’est la` que
l’analyse p-adique, et plus pre´cisement l’espace de Banach des fonctions de classe Cr sur
Zp, ou` r de´signe un nombre re´el positif et Zp l’anneau des entiers p-adiques, intervient de
manie`re cruciale. Une question naturelle est la ge´ne´ralisation de cette e´tape pour certaines
repre´sentations localement Qp-analytiques de GL2(F ), ou` F est une extension finie de Qp
([10]).
Pour cela nous avons e´te´ amene´ a` introduire une nouvelle notion de fonction de classe Cr
sur OF que nous de´veloppons dans cet article.
Rappelons que pour OF = Zp trois constructions a priori diffe´rentes de l’espace des fonc-
tions de classe Cr a` valeurs dans E, ou` E de´signe une extension finie de Qp, ont e´te´ introduites
par Barsky et Schikhof dans le cas ou` r est un entier positif ([2], [17]), et ont e´te´ ge´ne´ralise´es
pour r un re´el positif quelconque graˆce aux travaux de Berger-Breuil, Colmez et Nagel ([3],
[13], [7]). On sait maintenant que ces trois constructions donnent des notions e´quivalentes
([18], [13]). La de´finition que l’on va ge´ne´raliser dans le cas ou` F est une extension finie de Qp
est celle de ([18], [7]) que nous rappelons maintenant. Fixons un re´el positif r et notons [r] sa
partie entie`re. Une fonction f : Zp → E est dite de classe C
r si f(x+ y) a un de´veloppement
limite´ a` l’ordre [r] en tout x, et si le reste est o(|y|r) uniforme´ment (en x) sur tout compact.
Le premier re´sultat principal de cet article est la construction d’une base de Banach de
l’espace Cr(OF , E) des fonctions de classe C
r sur OF , qui consiste d’une famille de´nombrable
de fonctions localement Qp-polynomiales. Le deuxie`me, qui porte sur son dual topologique,
donne une condition ne´cessaire et suffisante pour qu’une forme line´aire de´finie sur un espace
de fonctions localement Qp-polynomiales convenable s’e´tende en une distribution d’ordre r,
ce qui ge´ne´ralise des re´sultats classiques d’Amice-Ve´lu et Vishik ([1], [20]).
1.1. Notations. Soit p un nombre premier. On fixe une cloˆture alge´brique Qp de Qp et une
extension finie F de Qp contenue dans Qp. On de´signera toujours par E une extension finie
de Qp qui ve´rifie :
|S| = [F : Qp],
ou` S
de´f
= Homalg(F,E).
En ge´ne´ral, si L de´signe F ou E, on note OL son anneau d’entiers, ̟L une uniformisante
de OL et kL = OL/(̟L) son corps re´siduel. On note f = [kF : Fp], q = p
f et e l’indice de
ramification de F sur Qp, de sorte que [F : Qp] = ef et kF ≃ Fq.
La valuation p-adique valF sur Qp est normalise´e par valF (p) = [F : Qp] et on pose
|x| = p−valF (x) si x ∈ Qp.
Si n ∈ Z≥0 et ∗ ∈ {<,≤, >,≥,=} notons :
I∗n =
{
(iσ)σ∈S ∈ Z
|S|
≥0,
∑
σ∈S
iσ ∗ n
}
.
Si n = (nσ)σ∈S ,m = (mσ)σ∈S sont des |S|-uplets d’entiers positifs ou nuls posons :
(i) n! =
∏
σ∈S nσ! ;
(ii) |n| =
∑
σ∈S nσ ;
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(iii) n−m = (nσ −mσ)σ∈S ;
(iv) n 6 m si nσ ≤ mσ pour tout σ ∈ S ;
(v)
(n
m
)
= n!m!(n−m)! .
Si n = (nσ)σ∈S ∈ Z
|S|
≥0 et z ∈ OF on pose z
n =
∏
σ∈S σ(z)
nσ .
Une norme p-adique sur un E-espace vectoriel V est une fonction ‖·‖ : V → R≥0 telle que :
(i) ‖v + w‖ ≤ sup(‖v‖, ‖w‖) pour tout v,w ∈ V ;
(ii) ‖λv‖ ≤ |λ|‖v‖ pour tout λ ∈ E, v ∈ V ;
(iii) ‖v‖ = 0 si et seulement si v = 0.
Un espace de Banach p-adique sur E est un E-espace vectoriel topologique complet dont
la topologie provient d’une norme p-adique. Dans ce texte tous les espaces de Banach sont
p-adique et tels que ‖B‖ ⊆ |E|.
Si V est un E-espace vectoriel topologique, on note V ∨ son dual topologique.
1.2. E´nonce´ des re´sultats. Dans la Section 2 nous introduisons d’abord la notion de fonc-
tion de classe Cr sur OF , ou` r est un re´el positif. On dit qu’une fonction f : OF → E est
de classe Cr s’il existe une famille de fonctions borne´es Dif : OF → E, pour i ∈ I≤[r], telles
que f(x + y) a un de´veloppement limite´ a` l’ordre [r] en tout x et si le reste est o(|y|r) uni-
forme´ment (en x) sur tout compact. Montrer l’unicite´ de cette famille de fonctions requiert
une estimation technique et donne´e en appendice, sur le maximum des valeurs absolues des
coefficients dominants d’une fonction Qp-alge´brique (Proposition A.3). Dans une deuxie`me
partie on e´tudie quelques proprie´te´s de l’espace Cr(OF , E) : nous montrons que c’est une
alge`bre de Banach sur E et que pour tout i ∈ I≤[r] l’ope´rateur Di de´finit une application
continue de Cr dans Cr−|i|. Ensuite nous donnons une condition suffisante sur une fonction
h : OF → OF pour que f ◦ h soit de classe C
r et nous montrons que si l’on fixe une telle
fonction alors l’application qui associe a` toute f ∈ Cr(OF , E) la fonction f ◦ h est continue.
Soit J une partie de S et (dσ)σ∈S\J un |S\J |-uplet d’entiers positifs ou nuls. Nous conside´-
rons dans la section 3 le sous-espace F(OF , J, (dσ)σ∈S\J) de l’espace des fonctions localement
Qp-analytiques qui sont localement analytiques selon les plongements σ dans J et localement
polynomiales de degre´ au plus dσ selon les plongements σ dans S\J . Nous de´montrons que
cet espace s’injecte de fac¸on continue dans l’espace des fonctions de classe Cr (Corollaire
3.4) et nous en de´crivons l’adhe´rence dans Cr(OF , E) en utilisant les ope´rateurs de de´riva-
tion Di (Corollaire 3.16). On note C
r(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′) cette adhe´rence, ou` J
′ de´signe le
sous-ensemble de S de´fini par :
J ′ = J
∐
{σ ∈ S\J, dσ + 1 > r}.
Une deuxie`me partie de cette section est consacre´e a` la construction d’une base de Banach
(qui de´pend de r) de l’espace Cr(OF , E). Dans le cas OF = Zp mentionnons que cette base
co¨ıncide avec celle construite par Van der Put pour l’espace des fonctions continues sur Zp (ou
ce qui revient au meˆme pour C0(Zp, E)) et ge´ne´ralise´e par Colmez pour C
r(Zp, E) avec r un
re´el quelconque ([19], [7]). Signalons que pour l’espace des fonctions continues sur OF cette
base a de´ja` e´te´ construite par De Shalit ([11, §2]). Donnons un aperc¸u de notre construction.
Fixons un plongement ρ : F →֒ E. Posons A0 = {0}, choisissons pour tout h ∈ Z>0 un
syste`me de repre´sentants Ah ⊂ OF des classes de OF /̟
h
FOF de sorte que Ah ⊃ Ah−1 et
notons A =
∐
h≥1Ah\Ah−1. Pour tout a ∈ A on de´finit l(a) comme le plus petit entier n0 tel
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que a ∈ An0 . Si a ∈ A et i ∈ I≤[r], on note ea,i,r la fonction de´finie par :
z 7→ ea,i,r(z) = ρ(̟F )
[l(a)r]1
a+̟
l(a)
F
OF
(z)
(z − a
̟
l(a)
F
)i
.
The´ore`me 1.1. La famille des ea,i,r, pour a ∈ A et i ∈ I≤[r], forme une base de Banach de
Cr(OF , E).
Pour cela on ge´ne´ralise la preuve de [7, I.5.14]. Plus pre´cisement, un premier ingre´dient
que nous utilisons est une estimation de la norme Cr des ea,i,r (Lemme 3.7). Un deuxie`me
est la construction explicite, pour toute fonction f ∈ Cr(OF , E), d’une suite de fonctions
fh (qui de´pendent de f) telles que fh tend vers f dans C
r(OF , E) quand h tend vers +∞
(Proposition 3.10). Nous terminons cette Section en de´crivant la sous-famille de la famille des
ea,i,r qui va eˆtre une base de Banach pour l’espace C
r(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′).
Dans la Section 4 on s’occupe des duaux topologiques des espaces conside´re´s pre´ce´demment.
Si N ∈ Z≥0, on note F
N (OF , J, (dσ)σ∈S\J ) l’espace des fonctions localement Qp-alge´briques
sur OF de degre´ au plus N dans F(OF , J, (dσ)σ∈S\J ) et F
N (OF , J, (dσ)σ∈S\J )
∨ l’ensemble
des formes line´aires sur FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J ). Le re´sultat principal (The´ore`me 4.2) donne
une condition ne´cessaire et suffisante pour qu’une forme line´aire sur FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J )
s’e´tende en une forme line´aire continue sur Cr(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′). Cela ge´ne´ralise un re´sultat
duˆ a` Amice-Ve´lu et Vishik ([1], [20]).
The´ore`me 1.2. (i) Soit µ ∈ Cr(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′)
∨. Il existe une constante Cµ ∈ R≥0 telle
que pour tout a ∈ OF , tout n ∈ Z≥0 et tout i ∈ Z
|S|
≥0, iσ ≤ dσ pour tout σ ∈ S\J
′ on ait :∣∣∣ ∫
a+̟n
F
OF
(z − a
̟nF
)i
µ(z)
∣∣∣ ≤ Cµ qnr.
(ii) Soit N ≥ [r] et µ ∈ FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J )
∨. Supposons qu’il existe une constante
Cµ ∈ R≥0 telle que, pour tout a ∈ OF , tout n ∈ Z≥0 et tout i ∈ I≤N , iσ ≤ dσ pour tout
σ ∈ S\J on ait : ∣∣∣ ∫
a+̟n
F
OF
(z − a
̟nF
)i
µ(z)
∣∣∣ ≤ Cµ qnr.
Alors µ se prolonge de manie`re unique en une forme line´aire continue sur Cr(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′).
Le (i) est conse´quence d’une estimation de la norme Cr d’une fonction localement Qp-
analytique (Proposition 3.2). Le (ii) est plus subtil et est base´ sur deux ingre´dients. Le premier
est la base de Banach de l’espace Cr(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′) que l’on construit dans la Section 3.
Le deuxie`me est un re´sultat de densite´ (Corollaire 3.16).
La Section 5 est consacre´e a` l’e´tude d’une autre notion de fonction de classe Cr sur OF
qui s’appuie sur le fait que OF est un Zp-module libre de rang fini. On de´montre que cette
deuxie`me notion n’est pas e´quivalente a` la premie`re.
Remerciements. Je remercie chalheuresement mon directeur de the`se Christophe Breuil
pour ses conseils, pour ses tre`s nombreuses remarques et pour avoir suivi attentivement
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2. Fonctions de classe Cr sur OF
2.1. De´finition. Soit r ∈ R≥0. Notons [r] sa partie entie`re. On dispose de l’espace de Banach
de fonctions de classe Cr sur Zp a` valeurs dans E. Rappelons ([7]) que f : Zp → E est de
classe Cr si f(x + y) a un de´veloppement limite´ a` l’ordre [r] en tout x, et si le reste est
o(|y|r) uniforme´ment (en x) sur tout compact. Dans cette section on va construire un espace
de fonctions de OF dans E qui ge´ne´ralise cette ide´e. La de´finition que l’on donne ne de´pend
pas du choix d’une Zp-base de OF : elle va de´pendre juste des plongements de OF dans E.
De´finition 2.1. On dit que f : OF → E est de classe C
r sur OF s’il existe des fonctions
borne´es Dif : OF → E, pour i ∈ I≤[r], telles que, si l’on de´finit εf,[r] : OF ×OF → E par :
εf,[r](x, y) = f(x+ y)−
∑
i∈I≤[r]
Dif(x)
yi
i!
et pour tout h ∈ Z≥0
Cf,r(h) = sup
x∈OF ,y∈̟
h
F
OF
|εf,[r](x, y)|q
rh
alors Cf,r(h) tend vers 0 quand h tend vers +∞.
Remarque 2.2. (i) Soit f une fonction de classe Cr sur OF . Alors εf,[r](x, 0) = 0 pour tout
x ∈ OF car, pour tout h on a :
sup
x∈OF
|εf,[r](x, 0)| ≤ sup
x∈OF
|εf,[r](x, 0)|q
rh ≤ Cf,r(h)
et Cf,r(h) tend vers 0 quand h tend vers +∞ par hypothe`se. Cela implique D0f(x) = f(x)
pour tout x ∈ OF . Comme Cf,r(h) tend vers 0 quand h→ +∞, a fortiori on a :
sup
x∈OF ,y∈̟
h
F
OF
|εf,[r](x, y)| → 0 quand h→ +∞.(2.1)
De plus :
sup
x∈OF ,y∈̟
h
F
OF
∣∣∣ ∑
i∈I≤[r]
|i|≥1
Dif(x)
yi
i!
∣∣∣→ 0 quand h→ +∞(2.2)
car par de´finition Dif est une fonction borne´e sur OF pour tout i ∈ I≤[r] et |y
i| ≤ q−h pour
tout y ∈ ̟hFOF et tout i ∈ I≤[r], |i| ≥ 1. On peut re´e´crire εf,[r](x, y) sous la forme
εf,[r](x, y) =
(
f(x+ y)− f(x)
)
−
∑
i∈I≤[r]
|i|≥1
Dif(x)
yi
i!
et donc (2.1) et (2.2) impliquent
sup
x∈OF ,y∈̟hFOF
| f(x+ y)− f(x)| → 0 quand h→ +∞
c’est-a`-dire f est une fonction continue. En particulier une fonction de classe C0 est une
fonction continue.
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(ii) Soit f une fonction continue sur OF . Alors f est de classe C
0 sur OF . En effet, par
continuite´ de f on a :
sup
x∈OF ,y∈̟
h
F
OF
| f(x+ y)− f(x)| → 0 quand h→ +∞
et donc si l’on pose :
∀x ∈ OF , D0f(x) = f(x)
on voit que D0f ve´rifie la De´finition 2.1 et cela permet de conclure.
Lemme 2.3. Soit f : OF → E une fonction de classe C
r. Alors f est de classe C l pour tout
l ∈ R≥0, l ≤ r.
Preuve. Il suffit de prouver que f est de classe C l pour tout l ∈ Z≥0 et l ≤ [r]. La de´mons-
tration se fait par re´currence sur l ≤ [r]. Supposons donc que f soit de classe C l pour un
l ∈ Z>0, l ≤ [r]. Montrons qu’elle est de classe C
l−1. Comme Cf,l(h) tend vers 0 quand h
tend vers +∞, alors a fortiori on a
sup
x∈OF ,y∈̟
h
F
OF
|εf,[l](x, y)|q
(l−1)h → 0 quand h→ +∞.(2.3)
D’autre part
sup
x∈OF ,y∈̟hFOF
∣∣∣∑
i∈I=l
Dif(x)
yi
i!
∣∣∣qh(l−1) → 0 quand h→ +∞.(2.4)
En effet, la fonction Dif est borne´e sur OF pour tout i ∈ I=l par de´finition et |y
i| ≤ q−hl
pour tout y ∈ ̟hFOF , i ∈ I=l. Donc si l’on pose
C = sup
i∈I=l
sup
x∈OF
∣∣Dif(x)∣∣
on obtient :
sup
x∈OF ,y∈̟
h
F
OF
∣∣∣∑
i∈I=l
Dif(x)
yi
i!
∣∣∣qh(l−1) ≤ Cq−h
et Cq−h → 0 quand h→ +∞. On peut re´e´crire εf,[l](x, y) sous la forme :
εf,[l](x, y) = εf,[l−1](x, y)−
∑
i∈I=l
Dif(x)
yi
i!
.
Les conditions (2.3) et (2.4) impliquent
sup
x∈OF ,y∈̟
h
F
OF
|εf,[l−1](x, y)|q
(l−1)h → 0 quand h→ +∞,
ce qui permet de conclure.

Lemme 2.4 (Unicite´). Soit f : OF → E une fonction de classe C
r. Alors il existe une unique
famille de fonctions {
Dif : OF → E, i ∈ I≤[r]
}
qui ve´rifie la De´finition 2.1.
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Preuve. Supposons que{
Fi : OF → E, i ∈ I≤[r]
}
et
{
Gi : OF → E, i ∈ I≤[r]
}
soient deux familles de fonctions qui ve´rifient la De´finition 2.1. On veut prouver que Fi = Gi
pour tout i ∈ I≤[r]. La de´monstration se fait par re´currence sur |i|, i ∈ I≤[r]. D’apre`s la
Remarque 2.2 on a F0 = f = G0.
Soit 0 < n < [r]. Supposons Fi = Gi pour tout i ∈ I≤n−1. On veut montrer que Fi = Gi
pour tout i ∈ I=n. Par l’hypothe`se de re´currence on de´duit que pour tout x, y ∈ OF on a :
f(x+ y)−
∑
i∈I≤n−1
Fi(x)
yi
i!
= f(x+ y)−
∑
i∈I≤n−1
Gi(x)
yi
i!
.
Notons ϕn−1 la fonction de´finie pour tout x, y ∈ OF par :
ϕn−1(x, y) = f(x+ y)−
∑
i∈I≤n−1
Fi(x)
yi
i!
.
D’apre`s la preuve du Lemme 2.3 on sait que
sup
x∈OF ,y∈̟hFOF
∣∣∣ϕn−1(x, y)− ∑
i∈I=n
Fi(x)
yi
i!
∣∣∣qhn → 0 quand h→ +∞(2.5)
et
sup
x∈OF ,y∈̟
h
F
OF
∣∣∣ϕn−1(x, y) − ∑
i∈I=n
Gi(x)
yi
i!
∣∣∣qhn → 0 quand h→ +∞.(2.6)
Fixons x ∈ OF . Supposons
Gi(x) = Fi(x) + αi αi ∈ E.
Alors, par (2.6) on a :
sup
y∈̟h
F
OF
∣∣∣(ϕn−1(x, y)− ∑
i∈I=n
Fi(x)
yi
i!
)
+
∑
i∈I=n
αi
yi
i!
∣∣∣qhn → 0 quand h→ +∞.
Or, (2.5) implique
sup
y∈̟h
F
OF
∣∣∣ ∑
i∈I=n
αi
yi
i!
∣∣∣qhn → 0 quand h→ +∞.(2.7)
Par la Proposition A.3 applique´e a`
∑
i∈I=n
αi
yi
i! , il existe une constante C ∈ R≥1 et un
n0 ∈ Z≥0 tels que pour tout h ≥ n0 on a :
sup
i∈I=n
|αi|q
−nh ≤ C sup
y∈̟h
F
OF
∣∣∣ ∑
i∈I=n
αi
yi
i!
∣∣∣
et donc (2.7) implique |αi| = 0 pour tout i ∈ I=n, d’ou` le re´sultat car ceci vaut pour tout
x ∈ OF . 
Notons Cr(OF , E) l’ensemble des fonctions de OF dans E qui sont de classe C
r. On munit
Cr(OF , E) de la norme ‖ · ‖Cr de´finie par :
‖f‖Cr = sup
(
sup
i∈I≤[r]
sup
x∈OF
∣∣∣Dif(x)
i!
∣∣∣, sup
x,y∈OF
|εf,[r](x, y)|
|y|r
)
ce qui en fait un espace de Banach sur E.
8 M. DE IESO
Exemple 2.5. Soit r ∈ R≥0. Soit m = (mσ)σ∈S un |S|-uplet d’entiers positifs. Conside´rons
la fonction f de OF dans E de´finie par z 7→ z
m. Posons :
Dif(z)
i!
=
{ (m
i
)
zm−i si i 6 m
0 sinon.
(2.8)
Pour tout x, y ∈ OF on a :
εf,[r](x, y) =

∑
l6m
|l|>[r]+1
(
m
l
)
ylxm−l si r < |m|
0 sinon.
(2.9)
En revenant a` la De´finition 2.1 on voit que f est bien de classe Cr. D’apre`s (2.8) on a :
sup
z∈OF
∣∣∣Dif(z)
i!
∣∣∣ ≤ sup
z∈OF
∣∣∣(m
i
)
zm−i
∣∣∣ ≤ 1
et d’apre`s (2.9) on a :
sup
x,y∈OF
|εf,[r](x, y)|
|y|r
≤ sup
l6m
|l|>[r]+1
sup
x,y∈OF
∣∣(m
l
)
ylxm−l
∣∣
|y|r
≤ 1.
On en de´duit que l’on a ‖f‖Cr ≤ 1 et comme supz∈OF |f(z)| = 1 on a ‖f‖Cr = 1.
2.2. Premie`res proprie´te´s. Soit r ∈ R≥0 et f une fonction de classe C
r sur OF . Alors,
d’apre`s le Lemme 2.4 il existe une unique famille de fonctions{
Dif : OF → E, i ∈ I≤[r]
}
qui ve´rifie la De´finition 2.1. Dans la suite on veut montrer que si l’on choisit une fonction de
cette famille, disonsDif , alors elle est de classe C
r−|i|. Nous aurons besoin du lemme technique
suivant qui utilise une estimation, donne´e en appendice, sur le maximum des valeurs absolues
des coefficients dominants d’une fonction Qp-alge´brique.
Lemme 2.6. Soit N ∈ Z≥0. Soit ai pour i ∈ I≤N une famille d’e´le´ments de E. Alors il existe
une constante C ∈ R≥0 et un n0 ∈ Z≥0 tels que pour tout h ≥ n0 on a :
sup
i∈I≤N
|ai|q
−h|i| ≤ C sup
z∈̟h
F
OF
∣∣∣ ∑
i∈I≤N
ai
zi
i!
∣∣∣.(2.10)
Preuve. La de´monstration se fait par re´currence sur N , le re´sultat e´tant trivial si N = 0.
Supposons N > 0 et que l’ine´galite´ (2.10) soit satisfaite pour toutm < N . Soient P,Q : OF →
E de´finies par :
P (z) =
∑
i∈I≤N
ai
zi
i!
et Q(z) =
∑
i∈I≤N−1
ai
zi
i!
.
Par la Proposition A.3 il existe une constante C1 ∈ R≥1 et un n0 ∈ Z≥0 tels que pour tout
h ≥ n0 et tout m ∈ I=N on a :
|am|q
−Nh ≤ C1 sup
z∈̟h
F
OF
|P (z)|.(2.11)
ESPACES DE FONCTIONS DE CLASSE C
r
SUR OF 9
Il reste a` majorer le terme supi∈I≤N−1 |ai|q
−h|i|. Par hypothe`se de re´currence il existe une
constante C2 ∈ R≥1 et un n
′
0 ∈ Z≥0 tels que pour tout h ≥ n
′
0 on a :
sup
i∈I≤N−1
|ai|q
−h|i| ≤ C2 sup
z∈̟h
F
OF
|Q(z)|.(2.12)
Remarquons que l’ine´galite´ (2.11) et le fait que |N !| 6 |i!| pour tout i ∈ I≤N impliquent que
pour tout h ≥ n0 et tout z ∈ ̟
h
FOF on a :
sup
i∈I=N
∣∣∣ai zi
i!
∣∣∣ ≤ sup
i∈I=N
|ai|q
−Nh|i!|−1 ≤ C1 sup
z∈̟h
F
OF
|P (z)||N !|−1.
et donc pour tout h ≥ n0 et tout z ∈ ̟
h
FOF on obtient :
|Q(z)| =
∣∣∣P (z)− ∑
i∈I=N
ai
zi
i!
∣∣∣ ≤ C1 sup
z∈̟h
F
OF
|P (z)||N !|−1.(2.13)
Posons n′′0 = sup{n0, n
′
0}. Alors par les ine´galite´s (2.12) et (2.13) on a pour tout h ≥ n
′′
0 :
sup
i∈I≤N−1
|ai|q
−h|i| ≤ C1C2 sup
z∈̟h
F
OF
|P (z)||N !|−1
≤ C sup
z∈̟h
F
OF
|P (z)|
ou` l’on a pose´ C = C1C2|N !|
−1. Cela termine la preuve du lemme. 
Proposition 2.7. Soit f ∈ Cr(OF , E). Alors
(i) Dif ∈ C
r−|i|(OF , E) pour tout i ∈ I≤[r]. De plus il existe une constante C ∈ R≥0 telle
que pour tout i ∈ I≤[r] on a :
‖Dif‖Cr−|i| ≤ C‖f‖Cr .
(ii) Soient i et j deux e´le´ments de I≤[r] tels que |i|+ |j| ≤ [r]. On a :
Dj
(
Dif
)
= Di+jf.
Preuve. Supposons x ∈ OF et y, z ∈ ̟
h
FOF . En de´veloppant σ(y + z)
iσ pour tout σ ∈ S on
a : ∑
i∈I≤[r]
Dif(x)
(y + z)i
i!
=
∑
i∈I≤[r]
Dif(x)
∑
k6i
yk
k!
zi−k
(i− k)!
=
∑
i∈I≤[r]
∑
k∈Z
|S|
≥0
|k|6[r]−|i|
Dk+if(x)
yk
k!
zi
i!
.
On peut alors re´e´crire εf,[r](x, y + z)− εf,[r](x+ y, z) sous la forme
−
∑
i∈I≤[r]
zi
i!
(
Dif(x+ y)−
∑
k∈Z
|S|
≥0
|k|6[r]−|i|
Dk+if(x)
yk
k!
)
.(2.14)
D’apre`s les ine´galite´s
|εf,[r](x, y + z)|q
rh ≤ Cf,r(h) et |εf,[r](x+ y, z)|q
rh ≤ Cf,r(h)
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on obtient la majoration
|εf,[r](x, y + z)− εf,[r](x+ y, z)| ≤ Cf,r(h)q
−rh.(2.15)
Notons εDif,[r] : OF ×OF → E, pour i ∈ I≤[r] et h ∈ Z≥0, la fonction de´finie par :
εDif,[r](x, y) = Dif(x+ y)−
∑
k∈Z
|S|
≥0
|k|6[r]−|i|
Dk+if(x)
yk
k!
.(2.16)
On veut montrer que pour tout i ∈ I≤[r] on a :
sup
x∈OF ,y∈̟
h
F
OF
|εDif,[r](x, y)|q
h(r−|i|) → 0 quand h→ +∞.
Fixons x ∈ OF et y ∈ ̟
h
FOF . Par le Lemme 2.6 applique´ a`
∑
i∈I≤[r]
εDif,[r](x, y)
zi
i! il existe
une constante C ∈ R≥0 et un n0 tels que pour tout i ∈ I≤[r] et tout l ≥ n0 on a :
|εDif,[r](x, y)|q
−l|i| ≤ C sup
z∈̟l
F
OF
∣∣∣ ∑
i∈I≤[r]
εDif,[r](x, y)
zi
i!
∣∣∣.(2.17)
Les ine´galite´s (2.17) et (2.15) impliquent alors que pour tout h ≥ n0 on a :
sup
x∈OF ,y∈̟hFOF
|εDif,[r](x, y)|q
−h|i| ≤ Cq−hrCf,r(h)
et donc pour tout h ≥ n0 on a :
sup
x∈OF ,y∈̟
h
F
OF
|εDif,[r](x, y)|q
h(r−|i|) ≤ CCf,r(h).
On en de´duit l’appartenance de Dif a` C
r−|i|(OF , E) et la majoration
‖Dif‖Cr−|i| ≤ C‖f‖Cr .
Par ce qui pre´ce`de la fonction Dj(Dif), pour j ∈ I≤[r]−|i|, est le terme de εDif,[r](x, ·) qui est
facteur de y
j
j! , c’est-a`-dire
Dj
(
Dif
)
= Di+jf,
d’ou` le re´sultat. 
Corollaire 2.8. L’application Di de C
r(OF , E) dans C
r−|i|(OF , E) de´finie par f 7→ Dif est
bien de´finie et continue.
Preuve. Il s’agit d’une conse´quence imme´diate du (i) de la Proposition 2.7. 
Rappelons qu’une E-alge`bre de Banach est une E-alge`bre norme´e (c’est-a`-dire ve´rifiant
‖ab‖ ≤ ‖a‖ · ‖b‖ et ‖1‖ ≤ ‖1‖) telle que l’espace vectoriel norme´ sous-jacent soit un espace
de Banach.
Lemme 2.9. Soit r ∈ R≥0. L’espace C
r(OF , E) est une E-alge`bre de Banach.
Preuve. Soient f, g ∈ Cr(OF , E). Posons pour tout x, y ∈ OF :
νfg,[r](x, y) = f(x+ y)g(x+ y)−
( ∑
i∈I≤[r]
Dif(x)
yi
i!
)( ∑
j∈I≤[r]
Djg(x)
yj
j!
)
.
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Si on additionne et on soustrait le terme f(x+ y)
(∑
j∈I≤[r]
Djg(x)
yj
j!
)
, on obtient :
νfg,[r](x, y) = f(x+ y)εg,[r](x, y) +
( ∑
j∈I≤[r]
Djg(x)
yj
j!
)
εf,[r](x, y).(2.18)
Comme f est une fonction borne´e sur OF et g ∈ C
r(OF , E) on a :
sup
x∈OF ,y∈̟
h
F
OF
|f(x+ y)εg,[r](x, y)|q
rh → 0 quand h→ +∞.(2.19)
De manie`re analogue, comme les fonctions Djg, pour tout j ∈ I≤[r], sont borne´es sur OF par
de´finition et g ∈ Cr(OF , E) on a :
sup
x∈OF ,y∈̟hFOF
∣∣∣( ∑
j∈I≤[r]
Djg(x)
yj
j!
)
εf,[r](x, y)
∣∣∣qrh → 0 quand h→ +∞.(2.20)
Et donc, par (2.19) et (2.20) on de´duit
sup
x∈OF ,y∈̟
h
F
OF
|νfg,[r](x, y)|q
rh → 0 quand h→ +∞.(2.21)
Par ailleurs, on peut re´e´crire νfg,[r](x, y) pour tout x, y ∈ OF sous la forme :
f(x+ y)g(x + y)−
∑
k∈I≤[r]
( ∑
i+j=k
(
k
i
)
Dif(x)Djg(x)
)yk
k!
+
+
∑
k∈I>[r]
( ∑
i+j=k
(
k
i
)
Dif(x)Djg(x)
)yk
k!
.
Posons :
∀x, y ∈ OF , εfg,[r](x, y) = f(x+ y)g(x+ y)−
∑
k∈I≤[r]
( ∑
i+j=k
(
k
i
)
Dif(x)Djg(x)
)yk
k!
Par (2.21) et puisque l’on a :
sup
x∈OF ,y∈̟
h
F
OF
∣∣∣ ∑
k∈I>[r]
( ∑
i+j=k
(
k
i
)
Dif(x)Djg(x)
)yk
k!
∣∣∣qrh → 0 quand h→ +∞
on de´duit
sup
x∈OF ,y∈̟
h
F
OF
|εfg,[r](x, y)|q
rh → 0 quand h→ +∞.(2.22)
La condition (2.22) implique que fg est de classe Cr et l’e´galite´ suivante
∀k ∈ I≤[r], Dk(fg) =
∑
i+j=k
(
k
i
)
DifDjg.
Il nous reste a` montrer l’ine´galite´ suivante :
∀f, g ∈ Cr(OF , E), ‖fg‖Cr ≤ ‖f‖Cr‖g‖Cr .(2.23)
(i) On a :
sup
x∈OF
∣∣∣Dk(fg)(x)
k!
∣∣∣ ≤ sup
i+j=k
(
sup
x∈OF
∣∣∣Dif(x)
i!
∣∣∣ sup
x∈OF
∣∣∣Djg(x)
j!
∣∣∣) ≤ ‖f‖Cr‖g‖Cr .
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(ii) En utilisant l’e´galite´ (2.18) on en de´duit la minoration
sup
x,y∈OF
|εfg,[r](x, y)|
|y|r
≤ ‖f‖Cr‖g‖Cr .
En revenant a` la de´finition de ‖ · ‖Cr on de´duit de (i) et de (ii) l’ine´galite´ (2.23). 
2.2.1. Composition de fonctions. Soit f : OF → E une fonction de classe C
r et h une
fonction de OF dans OF . Dans ce paragraphe nous donnons une condition suffisante sur h
pour que f ◦ h : OF → E soit de classe C
r.
Commenc¸on par la de´finition suivante.
De´finition 2.10. Soit r ∈ R≥0. On dit que h : OF → F est de classe C
r,id sur OF s’il
existe des fonctions borne´es h(i) : OF → F , pour 0 ≤ i ≤ [r], telles que, si l’on de´finit
εh,[r] : OF ×OF → F par :
εh,[r](x, y) = f(x+ y)−
[r]∑
i=0
h(i)(x)
yi
i!
et pour tout k ∈ Z≥0
Ch,r(k) = sup
x∈OF ,y∈̟
k
F
OF
|εh,[r](x, y)|q
rk
alors Ch,r(k) tend vers 0 quand k tend vers +∞.
Le meˆme raisonnement donne´ dans la Remarque 2.2 nous dit qu’une fonction h : OF → F
de classe Cr,id est continue.
Lemme 2.11 (Unicite´). Soit h une fonction de OF dans F de classe C
r,id. Alors il existe
une unique famille de fonctions {
h(i) : OF → F, 0 ≤ i ≤ [r]
}
qui ve´rifie la De´finition 2.10.
Preuve. La preuve e´tant similaire a` celle du Lemme 2.4, nous y renvoyons le lecteur. 
Notons Cr,id(OF , F ) l’ensemble des fonctions de OF dans F qui sont de classe C
r,id. On
munit Cr,id(OF , F ) de la norme ‖ · ‖Cr,id de´finie par :
‖h‖Cr,id = sup
(
sup
0≤i≤[r]
sup
x∈OF
∣∣∣h(i)(x)
i!
∣∣∣, sup
x,y∈OF
|εh,[r](x, y)|
|y|r
)
ce qui en fait un espace de Banach sur F .
Proposition 2.12 (Composition de fonctions). Soit r ∈ R≥0. Si h : OF → OF est une
fonction de classe Cr,id alors
(i) ∀f ∈ Cr(OF , E), f ◦ h ∈ C
r(OF , E) ;
(ii) l’application de Cr(OF , E) dans C
r(OF , E) de´finie par f 7→ f ◦ h est continue.
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Preuve. Le cas [r] = 0 est facile et est laisse´ au lecteur. Supposons donc [r] ≥ 1. Posons pour
tout x, y ∈ OF :
εf◦h,[r](x, y) = f(h(x+ y))−
∑
j∈I≤[r]
Djf(h(x))
(∑[r]
i=1 h
(i)(x)y
i
i!
)j
j!
.(2.24)
Si on additionne et on soustrait le terme f
(
h(x) +
∑[r]
i=1 h
(i)(x)y
i
i!
)
, on obtient :
f(h(x+ y))− f
(
h(x) +
[r]∑
i=1
h(i)(x)
yi
i!
)
+ f
(
h(x) +
[r]∑
i=1
h(i)(x)
yi
i!
)
−
−
∑
j∈I≤[r]
Djf(h(x))
(∑[r]
i=1 h
(i)(x)y
i
i!
)j
j!
.
On peut re´e´crire f(h(x+ y))− f
(
h(x) +
∑[r]
i=1 h
(i)(x)y
i
i!
)
sous la forme
f(h(x+ y))− f(h(x+ y)− εh,[r](x, y)).
Comme f est une fonction de classe Cr sur OF et donc par le Lemme 2.3 de classe C
1, et
h ∈ Cr,id(OF , F ), on a pour y suffisamment petit :∣∣f(h(x+ y))− f(h(x+ y)− εh,[r](x, y))| ≤ (sup
σ∈S
sup
x∈OF
|Deσf(x)|)|εh,[r](x, y)|.(2.25)
L’ine´galite´ (2.25) et le fait que h est une fonction de classe Cr,id sur OF impliquent
sup
x∈OF ,y∈̟
l
F
OF
|f(h(x+ y))− f(h(x+ y)− εh,[r](x, y))|q
rl → 0 quand l→ +∞.
Par ailleurs, comme f est une fonction de classe Cr sur OF alors
sup
x∈OF ,y∈̟
l
F
OF
∣∣∣∣∣f(h(x) +
[r]∑
i=1
h(i)(x)
yi
i!
)
−
∑
j∈I≤[r]
Djf(h(x))
(∑[r]
i=1 h
(i)(x)y
i
i!
)j
j!
∣∣∣∣∣qrl
tend vers 0 quand l tend vers +∞. Avec ce qui pre´ce`de on en de´duit :
sup
x∈OF ,y∈̟
l
F
OF
|εf◦h,[r](x, y)|q
rl → 0 quand l→ +∞.(2.26)
La condition (2.26) implique que f ◦ h est une fonction de classe Cr sur OF et que Di(f ◦ h)
est le terme de εf◦h,[r](·, y) qui est facteur de
yi
i! .
Il nous reste a` montrer le (ii).
• Par ce qui pre´ce`de on a :
∀i ∈ I≤[r], sup
x∈OF
∣∣∣Di(f ◦ h)(x)
i!
∣∣∣ ≤ sup(1, ‖h‖rCr,id )‖f‖Cr .
• Soit m ∈ Z≥0 tel que εh,[r](x, y) ∈ OF pour tout x ∈ OF , y ∈ ̟
m
F OF . Par l’ine´galite´
(2.25) on a :
sup
x∈OF ,y∈̟
m
F
OF
∣∣f(h(x+ y))− f(h(x+ y)− εh,[r](x, y))||y|−r ≤ ‖h‖Cr,id‖f‖Cr .
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De plus, comme f est une fonction de classe Cr on a :
sup
x∈OF ,y∈̟
m
F
OF
∣∣∣∣∣f(h(x) +
[r]∑
i=1
h(i)(x)
yi
i!
)
−
∑
j∈I≤[r]
Djf(h(x))
(∑[r]
i=1 h
(i)(x)y
i
i!
)j
j!
∣∣∣∣∣|y|−r
≤ sup
x∈OF ,y∈̟
m
F
OF
|εf,[r](x, y)||y|
−r
≤ ‖f‖Cr .
• Supposons y /∈ ̟mF OF . En utilisant (2.24) on de´duit
sup
x∈OF ,y /∈̟
m
F
OF
|εf◦h,[r](x, y)|
|y|r
≤ qmr sup(‖f‖Cr , ‖f‖Cr‖h‖Cr,id).
En revenant a` la de´finition de ‖ · ‖Cr on de´duit qu’il existe une constante C ∈ R>0 telle que
‖f ◦ h‖Cr ≤ C‖f‖Cr pour tout f ∈ C
r(OF , E). D’ou` le re´sultat.

3. Lien avec les fonctions localement analytiques
3.1. Espaces de fonctions localement Qp-analytiques. Soit J ⊆ S et dσ ∈ Z≥0 pour
σ ∈ S\J . Nous rappelons d’abord la construction de l’espace F(OF , J, (dσ)σ∈S\J ) et puis
nous montrons que cet espace s’injecte de fac¸on continue dans Cr(OF , E).
Pour a ∈ OF et n ∈ Z≥0, on note O(a + ̟
n
FOF , J, (dσ)σ∈S\J ) le E-espace vectoriel des
fonctions f : a+̟nFOF → E telles que
f(z) =
∑
m=(mσ)σ∈S∈Z
|S|
≥0
mσ≤dσ si σ∈S\J
am(a)(z − a)
m
avec am(a) ∈ E et |am(a)|q
−n(|m|) → 0 quand |m| → +∞. Muni de la topologie de´finie par
la norme
‖f‖a,n = sup
m
(
|am(a)|q
−n(|m|)
)
c’est un espace de Banach sur E.
Pour h ∈ Z≥0 on note Fh(OF , J, (dσ)σ∈S\J ) le E-espace vectoriel des fonctions f : OF → E
telles que
∀a ∈ OF , f |a+̟h
F
OF
∈ O(a+̟hFOF , J, (dσ)σ∈S\J ).
On munit Fh(OF , J, (dσ)σ∈S\J ) de la norme de´finie par
‖f‖Fh = sup
amod̟h
F
‖f |a+̟h
F
OF
‖a,h(3.1)
qui en fait un espace de Banach sur E. On voit imme´diatement que cette de´finition ne de´pend
pas du choix des re´pre´sentants. De plus ([16, p. 107]) les inclusions
Fh(OF , J, (dσ)σ∈S\J ) ⊆ Fh+1(OF , J, (dσ)σ∈S\J )
sont continues et compactes.
De´finition 3.1. On note F(OF , J, (dσ)σ∈S\J ) le E-espace vectoriel des fonctions f : OF → E
telles qu’il existe h ∈ Z≥0 tel que
f ∈ Fh(OF , J, (dσ)σ∈S\J ).
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On munit l’espace F(OF , J, (dσ)σ∈S\J ) de la topologie de la limite inductive qui en fait un
espace de type compact.
Proposition 3.2. Pour h ∈ Z≥0 et r ∈ R≥0 on a Fh(OF , S) ⊂ C
r(OF , E) et, quel que soit
f dans Fh(OF , S) on a :
‖f‖Cr ≤ ‖f‖Fh q
rh.
Preuve. Soit f ∈ Fh(OF , S). Fixons un syste`me de repre´sentantsAh des classes deOF /̟
h
FOF .
Par hypothe`se on peut e´crire f sous la forme
f(x) =
∑
m∈Z
|S|
≥0
am(a)(x− a)
m
quels que soient a ∈ Ah et x ∈ a +̟
h
FOF . Posons pour tout i ∈ I≤[r], tout a ∈ Ah et tout
x ∈ a+̟hFOF :
Dif(x)
i!
=
∑
m∈Z
|S|
≥0
m>i
am(a)
(
m
i
)
(x− a)m−i.(3.2)
Montrons d’abord que l’on a l’ine´galite´ suivante :
∀x ∈ OF ,
∣∣∣Dif(x)
i!
∣∣∣ ≤ ‖f‖Fh qh|i|.(3.3)
En effet par la formule (3.2) on a les ine´galite´s suivantes pour tout a ∈ Ah et tout x ∈
a+̟hFOF : ∣∣∣Dif(x)
i!
∣∣∣ ≤ sup
m
∣∣∣am(a)(m
i
)
(x− a)m−i
∣∣∣
≤ sup
m
(
|am(a)|q
−h|m|
)
qh|i|
= ‖f‖Fh q
h|i|.
Comme le membre de droite ne de´pend pas de a ∈ Ah on en de´duit l’ine´galite´ pour tout
x ∈ OF . Posons :
∀x, y ∈ OF , εf,[r](x, y) = f(x+ y)−
∑
i∈I≤[r]
Dif(x)
yi
i!
.(3.4)
Donnons d’abord une estimation de |εf,[r](x, y)| pour tout x ∈ OF et tout y ∈ ̟
h
FOF . En
de´veloppant f(x+ y) pour x ∈ a+̟hFOF on obtient :
f(x+ y) =
∑
m∈Z
|S|
≥0
am(a)
(
(x− a) + y
)m
=
∑
m∈Z
|S|
≥0
∑
i6m
am(a)
(
m
i
)
(x− a)m−iyi.
La formule (3.2) et celle ci-dessus permettent de re´e´crire εf,[r](x, y) sous la forme
εf,[r](x, y) =
∑
i∈I>[r]
Dif(x)
i!
yi.
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Par l’ine´galite´ (3.3) on a :
|εf,[r](x, y)| = sup
i∈I>[r]
∣∣∣Dif(x)
i!
yi
∣∣∣ ≤ ‖f‖Fh q(h−valF (y)/f)|i| ≤ ‖f‖Fh q(h−valF (y)/f)([r]+1)
(rappelons que q = pf est la cardinalite´ du corps re´siduel de F ) d’ou`
|εf,[r](x, y)|q
rvalF (y)/f ≤ ‖f‖Fh q
(h−valF (y)/f)([r]+1)qrvalF (y)/f .(3.5)
Comme −(valF (y)/f)([r]+1)+rvalF (y)/f tend vers −∞ quand valF (y)→ +∞, cela montre
que f est de classe Cr.
La majoration ‖f‖Cr ≤ ‖f‖Fh q
rh se de´duit facilement de la formule (3.4) et des majora-
tions (3.3) et (3.5). 
De´finition 3.3. Notons F(OF , S) l’espace F(U, J, (dσ)σ∈S\J ) pour U = OF et J = S (et
donc S\J = ∅) ou, autrement dit, le E-espace vectoriel des fonctions f : OF → E localement
Qp-analytiques.
Corollaire 3.4. L’espace F(OF , S) s’injecte de fac¸on continue dans C
r(OF , E).
Preuve. Comme l’espace F(OF , S) est muni de la topologie de la limite inductive le re´sultat
est une conse´quence imme´diate de la Proposition 3.2. 
3.2. De´composition en vaguelettes des fonctions de classe Cr. Conservons les nota-
tions du §3.1. Si I est un ensemble, on note c0(I) l’espace des fonctions f : I → E telles
que :
∀ε > 0, |{i ∈ I, |f(i)| ≥ ε}| < +∞
et on le munit de la norme de´finie par :
‖f‖∞ = sup
i∈I
|f(i)|.
Soit V un espace de Banach sur E. Une famille (ei)i∈I d’e´le´ments de V est une base de Banach
de V si l’application de c0(I) dans V de´finie par (ai)i∈I 7→
∑
i∈I aiei est un isomorphisme
d’espaces de Banach. Rappelons que tout E-espace de Banach V posse`de des bases de Banach
([16, Proposition 10.1]) et que, si ‖V ‖ ⊆ |E|, il existe un ensemble I tel que V est isome´trique
a` (c0(I), ‖ · ‖∞) ([16, Remarque 10.2]).
Soit r ∈ R≥0. Le but de ce paragraphe est d’exhiber une agre´able base de Banach de
Cr(OF , E), qui de´pend de r et qui consiste d’une famille de´nombrable de fonctions localement
Qp-polynomiales. Si F = Qp cette base co¨ıncide avec celle construite par Van der Put pour
l’espace des fonctions continues sur Zp et ge´ne´ralise´e par Colmez pour r quelconque ([19], [7,
The´ore`me I.5.14]). Signalons que pour l’espace des fonctions continues sur OF cette base a
de´ja` e´te´ construite par De Shalit [11, §2].
Posons A0 = {0}. Choisissons pour tout h ∈ Z>0 un syste`me de repre´sentants Ah ⊂ OF
des classes de OF /̟
h
FOF de sorte que Ah ⊃ Ah−1 et notons :
A =
∐
h≥1
Ah\Ah−1.
On a de meˆme A =
⋃
h≥1Ah. Pour tout a ∈ A on de´finit l(a) comme le plus petit entier n0
tel que a ∈ An0 . De plus on fixe une nume´rotation a1, a2, . . . des e´le´ments de A de sorte que
si am ∈ Ai et an ∈ Ai+1\Ai alors m < n.
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Si U est un ouvert de OF alors 1U de´signe sa fonction caracte´ristique.
Posons pour tout N,h ∈ Z≥0 :
FN (OF , S) =
∑
d∈I≤N
F(OF , ∅, d);
FNh (OF , S) =
∑
d∈I≤N
Fh(OF , ∅, d).
L’espace FN (OF , S) (resp. F
N
h (OF , S)) est un sous-E-espace vectoriel de F(OF , S) (resp.
Fh(OF , S)).
Proposition 3.5. Soit h ∈ Z≥0.
(i) Les fonctions
1
a+̟
l(a)
F
OF
(z)
(z − a
̟
l(a)
F
)i
pour a ∈ Ah et i ∈ I≤[r] forment une base de F
[r]
h (OF , S) ;
(ii) Les fonctions
1
a+̟
l(a)
F
OF
(z)
(z − a
̟l(a)
)i
pour a ∈ A et i ∈ I≤[r] forment une base de F
[r](OF , S).
Preuve. Notons fa,i et ga,i pour a ∈ Ah et i ∈ I≤[r] les fonctions de´finies pour z ∈ OF par :
fa,i(z) = 1a+̟h
F
OF
(z)
(z − a
̟hF
)i
ga,i(z) = 1a+̟l(a)
F
OF
(z)
(z − a
̟
l(a)
F
)i
.
Les fonctions fa,i pour a ∈ Ah et i ∈ I≤[r] forment une base de F
[r]
h (OF , S). On fixe deux
nume´rotations :
η : Ah −→ N
ι : Ah × I≤[r] −→ N
de sorte que ι(a, i) < ι(b, j) si une parmi les trois conditions suivantes est satisfaite :
(i) |i| < |j| ;
(ii) |i| = |j| et i < j par rapport a` l’ordre lexicographique ;
(iii) i = j et η(a) < η(b).
En e´crivant
(
z−a
̟
l(a)
F
)i
=
(
̟
h−l(a)
F
z−a−b̟
l(a)
F
̟h
F
+ b
)i
pour z ∈ OF et en de´veloppant on obtient :
ga,i(z) = 1a+̟l(a)
F
OF
(z)
(z − a
̟
l(a)
F
)i
=
( ∑
b∈Ah−l(a)
1
a+b̟
l(a)
F
+̟h
F
OF
(z)
)(z − a
̟
l(a)
F
)i
=
∑
b∈Ah−l(a)
∑
m6i
smfa+b̟l(a)
F
,m
(z)
ou` l’on a note´
sm =
(
i
m
)(
̟
h−l(a)
F
)m
bi−m.
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La matrice permettant de passer des ga,i aux fa,i pour a ∈ Ah et i ∈ I≤[r] est triangulaire
par blocs, a` coefficients entiers, chaque bloc diagonal e´tant une matrice triangulaire infe´rieure
avec des e´le´ments de OF \{0} sur la diagonale. Cela entraˆıne le (i) et le (ii). 
Fixons un plongement ρ : F →֒ E. Si a ∈ A et i ∈ I≤[r], on note ea,i,r l’e´le´ment de
F [r](OF , S) de´fini par :
z 7→ ea,i,r(z) = ρ(̟F )
[l(a)r]1
a+̟
l(a)
F
OF
(z)
(z − a
̟
l(a)
F
)i
.
La Proposition 3.5 implique la remarque suivante.
Remarque 3.6. (i) Les ea,i,r pour a ∈ Ah et i ∈ I≤[r] forment une base de F
[r]
h (OF , S).
(ii) Les ea,i,r pour a ∈ A et i ∈ I≤[r] forment une base de F
[r](OF , S).
Lemme 3.7. Si i ∈ I≤[r] alors
‖e0,i,r‖Cr = 1 et ‖ea,i,r‖Cr ≤ q
−([l(a)r]−l(a)r+r−|i|) ≤ q si a ∈ A\{0}.
Preuve. Supposons a = 0 et notons f = e0,i,r. Alors par l’Exemple 2.5 on a :
sup
m∈I≤[r]
sup
x∈OF
∣∣∣Dmf(x)
i!
∣∣∣ = 1 et sup
x,y∈OF
|εf,[r](x, y)|
|y|r
= 0,
ce qui entraˆıne ‖f‖Cr = 1.
Supposons maintenant a ∈ A\{0} (et donc l(a) ≥ 1). Soit i ∈ I≤[r]. Notons g = ea,i,r. On
a pour tout m ∈ I≤[r] tel que m 6 i :
Dmg(x)
m!
= ρ(̟F )
[l(a)r]
(
̟
−l(a)
F
)m
1
a+̟
l(a)
F
OF
(x)
(
i
m
)(x− a
̟
l(a)
F
)(i−m)
et
Dmg(x)
m! = 0 sinon. On en de´duit pour tout m ∈ I≤[r] :∣∣∣Dmg(x)
m!
∣∣∣ ≤ q−[l(a)r]ql(a)|m| ≤ q−[l(a)r]ql(a)|i| ≤ q−([l(a)r]−l(a)r+r−|i|)
Notons que l’on a :
εg,[r](x, y) = ρ(̟F )
[l(a)r]
(
1
a+̟
l(a)
F
OF
(x+ y)− 1
a+̟
l(a)
F
OF
(x)
)(x+ y − a
̟
l(a)
F
)i
,
d’ou` εg,[r](x, y) = 0 si y ∈ ̟
l(a)
F OF ou si ni x ni x+ y n’appartiennent a` a +̟
l(a)
F OF . Pour
conclure il reste a` e´tudier deux cas :
(i) si y ∈ ̟
l(a)−1
F OF \̟
l(a)
F OF et x+ y ∈ a+̟
l(a)
F OF , on a :
|εg,[r](x, y)|
|y|r
≤ q−[l(a)r]qr(l(a)−1) ≤ q−([l(a)r]−l(a)r+r−|i|).
(ii) si y ∈ ̟
l(a)−1
F OF \̟
l(a)
F OF et x ∈ a+̟
l(a)
F OF , on a :
|εg,[r](x, y)|
|y|r
= q−[l(a)r]q|i|qr(l(a)−1) ≤ q−([l(a)r]−l(a)r+r−|i|).
En revenant a` la de´finition de ‖ · ‖Cr on en de´duit le lemme. 
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Lemme 3.8. Soit h ∈ Z≥0. Si ba ∈ E pour tout a ∈ Ah alors
sup
a∈Ah
|ba| ≤
∥∥ ∑
a∈Ah
baea,0,r
∥∥
Cr
qr.
Preuve. La de´monstration se fait par re´currence sur h, le cas h = 0 e´tant trivial. D’apre`s la
construction de l’ensemble A, pour tout a ∈ Ah\Ah−1 il existe ua ∈ O
×
F tel que a+ua̟
h−1
F ∈
Ah−1. Notons f la fonction de´finie par :
f(z) =
∑
a∈Ah
baea,0,r(z).
Comme les ea,0,r sont localement constantes on ve´rifie imme´diatement que Dif = 0 pour
tout i ∈ I≤[r]\{0} et donc on a εf,[r](x, y) = f(x+ y)− f(x). De plus, pour tout a ∈ Ah−1 la
fonction ea,0,r est constante modulo ̟
h−1
F OF et, par construction de l’ensemble A, on a :∑
c∈Ah\Ah−1
bc1c+̟l(c)
F
OF
(a) =
∑
c∈Ah\Ah−1
bc1c+̟h
F
OF
(a) = 0.
En effet, si a ∈ Ah−1 alors a /∈ c + ̟
h
FOF quel que soit c ∈ Ah. On obtient alors pour
a ∈ Ah\Ah−1 :
εf,[r](a, ua̟
h−1
F ) = f(a+ ua̟
h−1
F )− f(a) = −ρ(̟F )
[rh]ba
ce qui implique
sup
a∈Ah\Ah−1
|ba| ≤ sup
a∈Ah\Ah−1
q[hr]|εf,[r](a, ua̟
h−1
F )| ≤ q
[hr]qr(1−h)‖f‖Cr ,(3.6)
d’ou`
sup
a∈Ah\Ah−1
|ba| ≤ ‖f‖Cr q
r.(3.7)
De plus, par le Lemme 3.7 si a ∈ Ah\Ah−1 on a :
‖ea,0,r‖Cr ≤ q
−([hr]−hr+r).(3.8)
Par l’e´galite´ ∑
a∈Ah−1
baea,0,r = f −
∑
a∈Ah\Ah−1
baea,0,r
couple´e aux ine´galite´s (3.6) et (3.8) on de´duit :∥∥ ∑
a∈Ah−1
baea,0,r
∥∥
Cr
≤ sup
(∥∥f∥∥
Cr
, sup
a∈Ah\Ah−1
|ba|
∥∥ea,0,r∥∥Cr) ≤ ‖f‖Cr .(3.9)
Par hypothe`se de re´currence on a :
sup
a∈Ah−1
|ba| ≤
∥∥ ∑
a∈Ah−1
baea,0,r
∥∥
Cr
qr.(3.10)
Les relations (3.7), (3.9) et (3.10) nous permettent alors de conclure. 
Si f ∈ F [r](OF , S) on note ba,i,r(f), pour a ∈ A et i ∈ I≤[r], les coefficients de f dans la
base des ea,i,r.
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Lemme 3.9. Il existe C ∈ R≥0 tel que pour tout f ∈ F
[r](OF , S) on a :
sup
a∈A
sup
i∈I≤[r]
|ba,i,r(f)| ≤ C‖f‖Cr .
Preuve. La de´monstration se fait par re´currence sur [r], le cas [r] = 0 e´tant trivial. Soit τ ∈ S.
Par hypothe`se de re´currence il existe Cτ ∈ R≥0 tel que :
sup
a∈A
sup
i∈I≤[r]
iτ≥1
|ba,i,r(f)| ≤ Cτ‖Deτ f‖Cr−1 .
D’apre`s le (i) de la Proposition 2.7 il existe une constante M ∈ R≥0 telle que ‖Deτ f‖Cr−1 ≤
M‖f‖Cr d’ou` l’ine´galite´
sup
a∈A
sup
i∈I≤[r]
iτ≥1
|ba,i,r(f)| ≤ CτM‖f‖Cr ,
et comme ceci vaut pour n’importe quel τ ∈ S on de´duit
sup
a∈A
sup
i∈I≤[r]
|i|≥1
|ba,i,r(f)| ≤ sup
τ∈S
{Cτ}M‖f‖Cr .(3.11)
Pour terminer, il ne reste qu’a` majorer les coefficients restants. Conside´rons pour cela la
fonction f0 de´finie par :
f0 = f −
∑
a∈A
∑
i∈I≤[r]
|i|≥1
ba,i,r(f)ea,i,r.
Par le Lemme 3.8, l’ine´galite´ (3.11) et le Lemme 3.7 on a :
sup
a∈A
|ba,0,r(f)| ≤ ‖f0‖Cr q
r ≤ C‖f‖Cr
ou` l’on a pose´
C = sup
{
qr, sup
τ∈S
{Cτ}M q
r+1
}
.
D’ou` le re´sultat. 
Proposition 3.10. Soit h ∈ Z≥0. Si f ∈ C
r(OF , E) on note fh l’e´le´ment de F
[r](OF , S)
de´fini par :
fh(z) =
∑
a∈Ah
1a+̟h
F
OF
(z)
( ∑
i∈I≤[r]
Dif(a)
(z − a)i
i!
)
.
Alors :
(i) Il existe une constante C ∈ R≥0 et un n0 ∈ Z≥0 tels que pour tout h ≥ n0 on a :
‖fh+1 − fh‖Fh+1 ≤ Cf,r(h)Cq
−rh;
(ii) fh tend vers f dans C
r(OF , E) quand h tend vers +∞.
Preuve. (i) D’apre`s l’e´galite´
fh+1(z) =
∑
a∈Ah
∑
b∈A1
1a+b̟h
F
+̟h+1
F
OF
(z)
( ∑
i∈I≤[r]
Dif(a+ b̟
h
F )
(z − a− b̟hF )
i
i!
)
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on de´duit que fh+1(z)− fh(z) peut se re´crire sous la forme∑
a∈Ah
∑
b∈A1
1
a+b̟h
F
+̟h+1
F
OF
(z)
( ∑
i∈I≤[r]
Dif(a+ b̟
h
F )
(z − a− b̟hF )
i
i!
−Dif(a)
(z − a)i
i!
)
.
En de´veloppant, pour a ∈ Ah et b ∈ A1, σ(z − a)
iσ = σ((z − a − b̟hF ) + b̟
h
F )
iσ pour tout
σ ∈ S on a :∑
i∈I≤[r]
Dif(a+ b̟
h
F )
(z − a− b̟hF )
i
i!
−Dif(a)
(z − a)i
i!
=
∑
i∈I≤[r]
Dif(a+ b̟
h
F )
(z − a− b̟hF )
i
i!
−
∑
k∈I≤[r]
k6i
Dif(a)
(z − a−̟hF b)
k
k!
(̟hF b)
i−k
(i− k)!
=
∑
j∈I≤[r]
Djf(a+ b̟
h
F )
(z − a− b̟hF )
j
j!
−
∑
s∈I≤[r]
|s|6[r]−|j|
Dj+sf(a)
(z − a−̟hF b)
j
j!
(̟hF b)
s
s!
=
∑
j∈I≤[r]
1
j!
(
Djf(a+ b̟
h
F )−
∑
s∈I≤[r]
|s|6[r]−|j|
Dj+sf(a)
(̟hF b)
s
s!
)
(z − a− b̟hF )
j .
Par la preuve de la Proposition 2.7 il existe une constante C ∈ R≥0 et un n0 ∈ Z≥0 tels que
pour tout h ≥ n0, tout a ∈ Ah et tout b ∈ A1 on a :∣∣∣Djf(a+ b̟hF )− ∑
s∈I≤[r]
|s|≤[r]−|j|
Dj+sf(a)
(̟hF b)
s
s!
∣∣∣ ≤ qh(|j|−r)Cf,r(h)C.
On en de´duit pour tout h ≥ n0
‖fh+1 − fh‖Fh+1 ≤ sup
j∈I≤[r]
(
q−(h+1)|j|qh(|j|−r)Cf,r(h)C
)
= q−rhCf,r(h)C,
d’ou` le (i).
(ii) D’apre`s la Proposition 3.2 et par le (i) on a pour tout h ≥ n0 :
‖fh+1 − fh‖Cr ≤ ‖fh+1 − fh‖Fh+1q
r(h+1) ≤ qrCf,r(h)C
et comme Cf,r(h) tend vers 0 quand h tend vers +∞ on en de´duit que fh a une limite dans
Cr(OF , E). Comme par ailleurs fh(a) = f(a) si a ∈ Ah par de´finition de fh, cette limite
co¨ıncide avec f sur A, et donc partout par continuite´, ce qui termine la preuve du (ii). 
Le the´ore`me suivant est essentiellement un corollaire des re´sultats que l’on a prouve´s ci-
dessus :
The´ore`me 3.11. La famille des ea,i,r, pour a ∈ A et i ∈ I≤[r], forme une base de Banach de
Cr(OF , E).
Preuve. Conside´rons l’application
θ : c0(A× I≤[r])→ C
r(OF , E), (ba,i) 7→
∑
a∈A
∑
i∈I≤[r]
ba,iea,i,r.
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Par le Lemme 3.7 on de´duit que θ est bien une application continue de c0(A × I≤[r]) dans
Cr(OF , E). Notons ϕ l’application de F
[r](OF , S) dans c0(A×I≤[r]) qui a` tout f ∈ F
[r](OF , S)
associe les coefficients de f dans la base des ea,i,r (Remarque 3.6 (ii)). Le Lemme 3.9 implique
que cette application est continue une fois que l’on munit F [r](OF , E) de la topologie induite
par celle de Cr(OF , E). Comme F
[r](OF , S) est dense dans C
r(OF , E) par la Proposition
3.10, alors ϕ s’e´tend de fac¸on unique en une application continue, que l’on de´signera du
meˆme nom, de Cr(OF , E) dans c0(A× I≤[r]). Comme θ ◦ϕ(f) = f pour tout f ∈ F
[r](OF , E)
on en de´duit que θ◦ϕ = id. De manie`re analogue on a ϕ◦θ = id, ce qui prouve le re´sultat. 
Remarque 3.12. Soit l ∈ R≥0 tel que l < r. Alors C
r(OF , E) ( C
l(OF , E). En effet il suffit
de conside´rer la fonction f de´finie par :
f =
∑
i∈I≤[l]
a∈A
ρ(̟F )
[rl(a)]−[l l(a)]ea,i,l.
Le The´ore`me 3.11 implique que f est une fonction de classe C l mais pas de classe Cr.
3.3. Construction de sous-espaces ferme´s. Soit r ∈ R≥0, J ⊆ S et dσ ∈ Z≥0 pour
σ ∈ S\J . Nous allons de´finir un sous-espace ferme´ de Cr(OF , E) qui de´pend de J et de
(dσ)σ∈S\J et puis nous construisons une base de Banach de cet espace a` partir de la base de
Banach de Cr(OF , E) de´crite au §3.2.
Posons :
J ′ = J
∐
{σ ∈ S\J, dσ + 1 > r}
et de´signons par eσ le vecteur de Z
|S|
≥0 ayant toutes ses composantes nulles sauf celle d’indice
σ qui est e´gal a` 1. Notons pour tout f ∈ Cr(OF , E) :
∀σ ∈ S, 0 ≤ i ≤ [r],
∂i
∂ziσ
f = Dieσf.
De´finition 3.13. On note Cr(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′) le sous-E-espace vectoriel des fonctions f
de classe Cr sur OF telles que
∀σ ∈ S\J ′,
∂dσ+1
∂zdσ+1σ
f = 0.
D’apre`s le Corollaire 2.8 l’ope´rateur Di est continu pour tout i ∈ I≤[r] ce qui implique que
l’espace Cr(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′) est bien un sous-espace ferme´ de C
r(OF , E). On le munit de
la topologie induite par celle de Cr(OF , E) qui en fait un espace de Banach sur E.
Si L de´signe J ou J ′ posons pour tout N ∈ Z≥0 :
FN (OF , L, (dσ)σ∈S\L) = F
N (OF , S) ∩ F(OF , L, (dσ)σ∈S\L).
Remarque 3.14. Par de´finition de l’espace F [r](OF , S) on voit facilement que :
F [r](OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′) = F
[r](OF , J, (dσ)σ∈S\J ).
Posons :
Y =
{
i ∈ Z
|S|
≥0, iσ ≤ dσ si σ ∈ S\J
}
Y ′ =
{
i ∈ Z
|S|
≥0, iσ ≤ dσ si σ ∈ S\J
′
}
,
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et notons que Y ∩ I≤[r] = Y
′ ∩ I≤[r].
Proposition 3.15. La famille des ea,i,r, pour a ∈ A et i ∈ Y
′∩ I≤[r], est une base de Banach
de Cr(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′).
Preuve. Soit f ∈ Cr(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′) et τ ∈ S\J
′. Par le The´ore`me 3.11 il existe une
unique suite (ba,i)a,i d’e´le´ments de E tendant vers 0 tel que f s’e´crit sous la forme
f =
∑
a∈A
∑
i∈I≤[r]
ba,iea,i,r.
Par continuite´ de l’ope´rateur ∂
dτ+1
∂zdτ+1τ
(Corollaire 2.8) on obtient :
∂dτ+1
∂zdτ+1τ
f =
∑
a∈A
∑
i∈I≤[r]
∂dτ+1
∂zdτ+1τ
ba,iea,i,r.
Or, si j de´signe l’e´le´ment de Z
|S|
≥0 de´fini par :
jσ =
{
iσ − dτ − 1 si σ = τ
iσ sinon
un calcul simple montre que
∂dτ+1
∂zdτ+1τ
ea,i,r =
{
iτ (iτ − 1) . . . (iτ − dτ )ea,j,r si iτ ≥ dτ + 1
0 sinon.
On en de´duit que ∂
dσ+1
∂zdσ+1σ
f = 0 pour tout σ ∈ S\J ′ si et seulement si f s’e´crit sous la forme
f =
∑
a∈A
∑
i∈Y ′∩I≤[r]
ba,iea,i,r,
d’ou` le re´sultat. 
Corollaire 3.16. Si N est un entier tel que N ≥ [r] alors l’espace FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J ) est
dense dans Cr(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′).
Preuve. La de´monstration de´coule directement de la Proposition 3.15. 
4. Duaux
Conservons les notations du §3.3 et notons FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J )
∨, pour tout N ∈ Z≥0,
l’ensemble des formes line´aires sur FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J ). Si N est un entier tel que N ≥ [r]
alors, d’apre`s le Corollaire 3.16, l’inclusion
FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J ) ⊆ C
r(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′)
induit une injection
Cr(OF , J, (dσ)σ∈S\J )
∨ →֒ FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J )
∨.
Dans cette section nous donnons une condition ne´cessaire et suffisante pour qu’une forme
line´aire µ : FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J )→ E s’e´tende en une forme line´aire continue sur l’espace de
Banach Cr(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′). Cela ge´ne´ralise un re´sultat duˆ a` Amice-Ve´lu et Vishik ([1],
[20]).
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4.1. Distributions d’ordre r.
De´finition 4.1. On appelle distribution tempe´re´e d’ordre r sur OF une forme line´aire conti-
nue sur l’espace de Banach Cr(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′).
Notons : (
Cr(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′)
∨, ‖ · ‖Dr,J ′,(dσ)σ
)
l’espace des distributions tempe´re´es d’ordre r sur OF muni de la topologie forte.
Soit N ∈ Z≥0. Si µ ∈ F
N (OF , J, (dσ)σ∈S\J )
∨ et f ∈ FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J ) on note∫
OF
f(z)µ(z) l’accouplement et on pose :∫
a+̟n
F
OF
f(z)µ(z) =
∫
OF
1a+̟n
F
OF (z)f(z)µ(z)
ou`, pour a ∈ OF et n ∈ Z≥0, 1a+̟n
F
OF de´signe la fonction caracte´ristique de a+̟
n
FOF .
The´ore`me 4.2. (i) Soit µ ∈ Cr(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′)
∨. Il existe une constante Cµ ∈ R≥0 telle
que pour tout a ∈ OF , tout n ∈ Z≥0 et tout i ∈ Y
′ on ait :∣∣∣ ∫
a+̟n
F
OF
(z − a
̟nF
)i
µ(z)
∣∣∣ ≤ Cµ qnr.(4.1)
(ii) Soit N un entier tel que N ≥ [r] et µ ∈ FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J )
∨. Supposons qu’il existe
une constante Cµ ∈ R≥0 telle que pour tout a ∈ OF , tout n ∈ Z≥0 et tout i ∈ Y ∩ I≤N on
ait : ∣∣∣ ∫
a+̟n
F
OF
(z − a
̟nF
)i
µ(z)
∣∣∣ ≤ Cµ qnr.(4.2)
Alors µ se prolonge de manie`re unique en une distribution tempe´re´e d’ordre r sur OF .
Preuve. (i) Soient a ∈ OF , n ∈ Z≥0 et i ∈ Y
′. Notons fa,i,n la fonction de´finie par :
fa,i,n(z) = 1a+̟n
F
OF (z)
(z − a
̟nF
)i
.
C’est un e´le´ment de l’espace Fn(OF , S). Rappelons que Fn(OF , S) est un E-espace de Banach,
la norme ‖·‖Fn e´tant de´finie par la formule (3.1) (§3.1). On ve´rifie facilement que ‖fa,i,n‖Fn =
1. En utilisant la Proposition 3.2 on obtient :
|µ(fa,i,n)| ≤ ‖µ‖Dr ,J ′,(dσ)σ‖fa,i,n‖Cr
≤ ‖µ‖Dr ,J ′,(dσ)σq
rn‖fa,i,n‖Fn
= ‖µ‖Dr ,J ′,(dσ)σq
rn
d’ou` le re´sultat une fois que l’on a pose´ Cµ = ‖µ‖Dr ,J ′,(dσ)σq
rn.
(ii) L’unicite´ d’une telle extension de´coule du Corollaire 3.16 : l’espace FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J )
est dense dans Cr(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′). Montrons l’existence. Si a ∈ A et i ∈ I≤[r]∩Y posons :
ba,i = µ(ea,i,r) = µ
(
ρ(̟F )
[rl(a)]1
a+̟
l(a)
F
OF
(z)
(z − a
̟
l(a)
F
)i)
.
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Comme par hypothe`se il existe une constante Cµ ∈ R≥0 telle que pour tout a ∈ OF , tout
n ∈ Z≥0 et tout i ∈ Y ∩ I≤N on a :∣∣∣µ(1a+̟n
F
OF (z)
(z − a
̟nF
)i)∣∣∣ ≤ Cµ qnr,
on de´duit |ba,i| ≤ Cµ q pour tout a ∈ A et tout i ∈ I≤[r] ∩ Y . Par la Proposition 3.15 il existe
un unique e´le´ment µ˜ de Cr(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′)
∨ tel que l’on a µ˜(ea,i,r) = ba,i pour tout a ∈ A
et tout i ∈ I≤[r] ∩ Y . Notons :
λ = µ˜|FN (OF ,J,(dσ)σ∈S\J) − µ.
Montrons que λ est identiquement nulle sur FN (OF , J, (dσ)σ∈S\J ). Remarquons qu’elle est
identiquement nulle sur F [r](OF , J, (dσ)σ∈S\J ) par construction. De plus, le point (i) implique
que µ˜|FN (OF ,J,(dσ)σ∈S\J) satisfait (4.2). Cela implique que λ satisfait aussi (4.2). Soit a ∈ OF ,
i ∈ Y ∩ IN et m ∈ Z≥0. On peut re´e´crire la fonction 1a+̟n
F
OF (z)z
i sous la forme :∑
b∈Am
∑
s6i
1(a+b̟n
F
)+̟n+m
F
OF
(z)
(
i
s
)
(a+ b̟nF )
i−s(z − (a+ b̟nF ))
s.
Or, si |s| ≤ [r] on a :
λ
(
1(a+b̟n
F
)+̟n+m
F
OF
(z)(z − (a+ b̟nF ))
s
)
= 0.
Supposons donc |s| > [r]. Comme λ satisfait (4.2) de´duit :∣∣∣λ(1(a+b̟n
F
)+̟n+m
F
OF
(z)(z − (a+ b̟nF ))
s
)∣∣∣ ≤ Cq(n+m)(r−|s|)
d’ou` ∣∣∣λ(1a+̟n
F
OF (z)z
i
)∣∣∣ ≤ Cq(n+m)(r−([r]+1)).
On voit facilement que cette quantite´ tend vers 0 quand m tend vers +∞, et cela implique
λ
(
1a+̟n
F
OF (z)z
i
)
= 0.
On en de´duit l’e´galite´ µ˜|FN (OF ,J,(dσ)σ∈S\J) = µ, ce qui permet de conclure. 
Par ce qui pre´ce`de on peut munir l’espace Cr(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′)
∨ d’une norme e´quivalente
a` la norme ‖ · ‖Dr,J ′,(dσ)σ , mais plus commode.
Corollaire 4.3. (i) Si l’on de´finit ‖µ‖r,Y , pour µ ∈ C
r(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′)
∨ par la formule
‖µ‖r,Y = sup
a∈OF ,n∈Z≥0
sup
i∈Y
(∣∣∣ ∫
a+̟n
F
OF
(z − a
̟nF
)i
µ(z)
∣∣∣q−nr)
alors ‖ · ‖r,Y est une norme sur C
r(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′)
∨ e´quivalente a` ‖ · ‖Dr ,J ′,(dσ)σ .
(ii) Si N ≥ [r] et si l’on de´finit ‖µ‖r,Y , pour µ ∈ C
r(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′)
∨ par la formule
‖µ‖r,N = sup
a∈OF ,n∈Z≥0
sup
i∈Y ∩I≤N
(∣∣∣ ∫
a+̟n
F
OF
(z − a
̟nF
)i
µ(z)
∣∣∣q−nr)
alors ‖ · ‖r,N est une norme sur C
r(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′)
∨ e´quivalente a` ‖ · ‖Dr ,J ′,(dσ)σ .
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Preuve. Les preuves de (i) et (ii) e´tant similaires, on se contentera de prouver la premie`re
assertion. Par le The´ore`me 4.2, on de´duit facilement que ‖ · ‖r,Y est une norme sur l’espace
Cr(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′)
∨. De plus, l’application identite´ :
id : (Cr
(
OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′)
∨, ‖ · ‖Dr ,J ′,(dσ)σ
)
→
(
Cr(OF , J
′, (dσ)σ∈S\J ′)
∨, ‖ · ‖r,Y
)
est continue par l’ine´galite´ de la preuve de (i) du The´ore`me 4.2. Et donc, d’apre`s le the´ore`me
de l’image ouverte ([16, Proposition 8.6]), c’est un isomorphisme de E-espaces de Banach ce
qui implique que la norme ‖ · ‖Dr ,J ′,(dσ)σ est e´quivalente a` la norme ‖ · ‖r,Y .

5. Une autre notion de fonction de classe Cr sur OF
Soit r ∈ R≥0. Conservons les notations des sections §2.1, §4.1 et §3.1, et notons d = [F : Qp].
En utilisant le fait que OF est un Zp-module libre de rang d on est amene´ a` conside´rer une
autre notion, tout a` fait naturelle, de fonction de classe Cr sur OF . Le but de cette section
est de montrer que cette nouvelle notion n’est pas e´quivalente a` celle donne´e au §2.1 de`s que
r > 0.
Fixons un d-uplet ~r = (ri)1≤i≤d de nombres re´els positifs ou nuls tels que
∑
ri = r et une
base (ei)1≤i≤d de OF sur Zp. Notons θ l’isomorphisme de Zp-modules de´fini par :
θ : Zdp
∼
−→ OF , (a1, . . . , ad) 7→
d∑
i=1
aiei.
Si z ∈
⊗d
i=1C
ri(Zp, E), on de´finit ‖z‖ comme l’infimum des supj∈J ‖vj1‖Cr1 · . . . · ‖vjd‖Crd
pour toutes les e´critures possibles de z sous la forme
∑
j∈J vj1 ⊗ . . . ⊗ vjd . Ceci munit⊗d
i=1 C
ri(Zp, E) d’une semi-norme et on note
⊗̂d
i=1C
ri(Zp, E) le se´pare´ comple´te´ de l’es-
pace
⊗d
i=1C
ri(Zp, E) pour cette semi-norme.
Posons :
C~r(OF , E) =
{
f : OF → E, f ◦ θ ∈
⊗̂d
i=1C
ri(Zp, E)
}
,
et munissons C~r(OF , E) de la topologie de´duite de celle de´finie sur
⊗̂d
i=1C
ri(Zp, E). Notons
C~r(OF , E)
∨ le dual continu de l’espace de Banach C~r(OF , E) muni de la topologie forte.
Remarque 5.1. L’application de
⊗d
i=1 C
0(Zp, E) dans C
0(Zdp, E) de´finie par :
ψ1 ⊗ . . .⊗ ψd 7−→ [(z1, . . . , zd) 7→ ψ1(z1) · . . . · ψd(zd)]
s’e´tende en un isomorphisme de E-espaces de Banach :⊗̂d
i=1C
0(Zp, E)
∼
→ C0(Zdp, E)(5.1)
(voir [16, §17]). Or, comme C0(Zdp, E) est isomorphe topologiquement a` C
0(OF , E), on de´duit
de (5.1) que C0(OF , E) est isomorphe topologiquement a` C
~0(OF , E).
Supposons r > 0. Posons :
Pol(OF , E) =
⊕
n∈Z≥0
Fn(OF , S)
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ou`
∀n ∈ Z≥0, F
n(OF , S) =
∑
d∈I≤n
F(OF , ∅, (dσ)σ∈S),
et notons que θ induit un isomorphisme de E-espaces vectoriels
Pol(OF , E)
∼
→
⊗d
i=1 Pol(Zp, E),(5.2)
ou` Pol(Zp, E) de´signe le E-espace vectoriel des fonction f : Zp → E localement polynomiales.
Posons B0 = {~0}. Choisissons pour tout h ∈ Z>0 un syste`me de repre´sentants Bh ⊂ Z
d
p
des classes de Zdp/p
hZdp de sorte que Bh ⊃ Bh−1.
Proposition 5.2. Les espaces de Banach Cr(OF , E)
∨ et C~r(OF , E)
∨ ne sont pas isomorphes.
Preuve. Soit µ ∈ Pol(OF , E)
∨. D’apre`s le The´ore`me 4.2 on sait que µ s’e´tende a` Cr(OF , E)
si et seulement s’il existe une constante Cµ ∈ R≥0 telle que pour tout a ∈ OF , tout n ∈ Z≥0
et tout i ∈ Zd≥0 on a : ∣∣∣µ(1a+̟n
F
OF (z)
(z − a
̟nF
)i)∣∣∣ ≤ Cµ qnr
ou, de manie`re e´quivalente en utilisant l’isomorphisme (5.2), si et seulement s’il existe une
constante Cµ ∈ R≥0 telle que pour tout (ai)i ∈ Z
d
p, tout n ∈ Z≥0 et tout (ji)i ∈ Z
d
≥0 on a :∣∣∣µ(1a+pnZdp(z) d∏
i=1
(zi − ai
pn
)ji)∣∣∣ ≤ Cµqenr,(5.3)
ou` e de´signe l’indice de ramification de F .
D’autre part, une application imme´diate du crite`re d’Amice-Ve´lu et Vishik ([1], [20])
montre que la distribution µ s’e´tende a` C~r(OF , E) si et seulement s’il existe une constante
Cµ ∈ R≥0 telle que pour tout (ai)i ∈ Z
d
p, tout (ni)i ∈ Z
d
≥0 et tout (ji)i ∈ Z
d
≥0 on a :∣∣∣µ(1∏
i(ai+p
niZdp)
(z)
d∏
i=1
(zi − ai
pni
)ji)∣∣∣ ≤ Cµq∑i eniri .(5.4)
Nous construisons maintenant une distribution µ ∈ Pol(OF , E)
∨ qui ve´rifie (5.3) mais qui
ne ve´rifie pas (5.4). Rappelons qu’un e´le´ment de Pol(OF , E)
∨ est e´quivalent a` la donne´e des
valeurs :
µ
(
1a+pnZdp(z)
d∏
i=1
zjii
)
pour a ∈ Zdp, (ji)i ∈ Z
d
≥0 et n ∈ Z≥0 avec les relations de compatibilite´ e´videntes :
µ
(
1a+pnZdp(z)
d∏
i=1
zjii
)
=
∑
k∈I≤p−1
µ
(
1a+kpn+pn+1Zdp(z)
d∏
i=1
zjii
)
.(5.5)
Par hypothe`se il existe k, 1 ≤ k ≤ d tel que rk < r. Pour n ∈ Z>0 notons Xn =
∏
iXi,n
l’ouvert de Zdp de´fini par :
Xj,n =
{
Zp si j = k
pnZp si j 6= k.
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Fixons α ∈ B1\X1. Pour tout (ji)i ∈ Z
d posons :
µ
(
1Zdp(z)
d∏
i=1
zjii
)
= 1,
et de´finissons µ sur les ouverts de la forme b + pnZdp pour n ≥ 1 et b ∈ Bn par re´currence
a` partir de la connaissance de µ sur les ouverts de la forme c + pn−1Zdp pour c ∈ Bn−1. On
distingue deux cas.
• Si µ
(
1c+pn−1Zdp(z)
∏d
i=1 z
ji
i
)
6= 0 on pose pour b ∈ Bn, b ∈ c+ p
n−1Zdp :
µ
(
1b+pnZdp(z)
d∏
i=1
zjii
)
=

p−nr+n
∑
ji si b = c;
µ
(
1c+pn−1Zdp(z)
∏d
i=1 z
ji
i
)
− p−nr+n
∑
ji si b = c+ αpn−1;
0 sinon.
• Si µ
(
1c+pn−1Zdp(z)
∏d
i=1 z
ji
i
)
= 0 on pose pour b ∈ Bn, b ∈ c+ p
n−1Zdp :
µ
(
1b+pnZdp(z)
d∏
i=1
zjii
)
= 0.
Par construction la distribution µ ve´rifie les conditions de compatibilite´ (5.5) et la condition
(5.3). De plus on a :∣∣µ(1Xn(z))∣∣ = ∣∣µ(1pnZdp(z))∣∣ = qenr = qenrkqen∑i6=k ri
ce qui implique que la condition (5.4) n’est pas satisfaite car qenrk tend vers +∞ quand h
tend vers +∞, d’ou` le re´sultat. 
Corollaire 5.3. Les espaces de Banach Cr(OF , E) et C
~r(OF , E) ne sont pas isomorphes.
Preuve. C’est une consequence imme´diate de la Proposition 5.2. 
Annexe A.
Conservons les notations du §2.1 et de´signons par eσ le vecteur de Z
|S|
≥0 ayant toutes ses
composantes nulles sauf celle d’indice σ qui est e´gal a` 1. Pour N ∈ Z≥0 notons O
N (OF , S)
la E-alge`bre des fonctions P : OF → E de´finies par :
P (z) =
∑
m∈I≤N
amz
m.
Nous allons donner une estimation sur les |am| pour m ∈ I=N . De´finissons pour τ ∈ S et
h ∈ Z≥0 l’ope´rateur ∆τ,h : O
N (OF , S)→ O
N (OF , S) par :
∆τ,hP (z) =
∑
m∈I≤N
am
∏
σ∈S−{τ}
σ(z)mσ τ(z +̟hF )
mτ − P (z).
Les proprie´te´s suivantes sont imme´diates.
• ∆σ,h(∆τ,hP ) = ∆τ,h(∆σ,hP ) pour tout σ, τ ∈ S tout h ∈ Z≥0 et tout P ∈ O
N (OF , S).
• ∆σ,h(λP + µQ) = λ∆σ,hP + µ∆σ,hQ pour tout σ, τ ∈ S, tout P,Q ∈ O
N (OF , S) et tout
λ, µ ∈ E.
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Choisissons une nume´rotation σ1, . . . , σ|S| des plongements de F dans E et de´finissons pour
i ∈ I≤N et h ∈ Z≥0 l’ope´rateur ∆i,h : O
N (OF , S)→ O
N (OF , S) par :
∆i,hP = ∆
iσ1
σ1,h
◦ . . . ◦∆
iσ|S|
σ|S|,h
P.
Par la premie`re proprie´te´ l’ope´rateur ∆i,h ne de´pend pas de la nume´rotation choisie.
Proposition A.1. Soit N ∈ Z≥0 et P un e´le´ment de O
N (OF , S) qui s’e´crit sous la forme
P (z) =
∑
i∈I≤N
ai
zi
i!
.
Alors pour tout m ∈ I=N , tout h ∈ Z≥0 et tout z ∈ OF on a :
am = ̟
−mh
F ∆m,hP (z).
Preuve. Il suffit d’e´tudier l’action de l’ope´rateur ∆m,h sur les fonctions de la forme
∗i : z 7→ zi,
pour i ∈ I≤N . Soit τ ∈ S. On a pour tout z ∈ OF :
∆eτ ,h(∗
i)(z) =
∏
σ∈S−{τ}
σ(z)iσ τ(z +̟hF )
iτ −
∏
σ∈S
σ(z)iσ
=
iτ∑
n=1
(iτ
n
)
τ(̟hF )
n
∏
σ∈S−{τ}
σ(z)iσ τ(z)iτ−n.
En ite´rant la formule ci-dessus et en utilisant (ii) on de´duit
∀z ∈ OF , ∆mτ eτ ,h(∗
i)(z) =
{
iτ !τ(̟
h
F )
iτ
∏
σ∈S
σ 6=τ
σ(z)iσ si mτ = iτ
0 si mτ > iτ .
Cela implique
∀z ∈ OF , ∆m,h(∗
i)(z) =
{
i!(̟hF )
i si m = i
0 si m > i.
Par ce qui pre´ce`de on a pour tout z ∈ OF :
∆m,hP (z) =
∑
i∈I≤N
ai
i!
∆m,h(∗
i)(z) =
am
m!
∆m,h(∗
m)(z)
=
am
m!
m!(̟hF )
m.
Cela permet de conclure. 
Lemme A.2. Soit N1, N2 ∈ Z≥0 avec N2 ≤ N1 et P ∈ O
N1(OF , S) de´fini par :
P (z) =
∑
i∈I≤N1
i∈I≥N2
ai
∏
σ∈S
σ(z)iσ .
Alors il existe C ∈ R>0 tel que pour tout h ∈ Z≥0 on a :
sup
z∈̟h
F
OF
|P (z)| ≥ Cq−hN2 sup
z∈OF
|P (z)|.
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Preuve. Notons Pk pour N2 ≤ k ≤ N1 le terme de P de´fini par :
Pk(z) =
∑
i∈I=k
ai
∏
σ∈S
σ(z)iσ ,
de sorte que
P (z) =
N1∑
k=N2
Pk(z).
Le cas N2 = N1 est facile et est laisse´ au lecteur. Supposons donc N1 > N2 et PN2 6= 0. Il
est clair qu’il suffit de ve´rifier le lemme a` partir d’un entier positif h0 suffisamment grand.
Rappelons que e de´signe l’indice de ramification de F et qu’il existe u ∈ O×F tel que u̟
e
F = p.
Pour tout h ∈ Z≥0 il existe un αh ∈ Z≥0 et 0 ≤ βh ≤ e− 1 tels que h = αhe+ βh. Posons :
M1 = inf
1≤l≤e−1
sup
z∈̟l
F
OF
|PN2(z)|,
M2 = sup
1≤l≤e−1
sup
N2+1≤k≤N1
sup
z∈̟l
F
OF
|Pk(z)|.
D’apre`s les e´galite´s :
̟hFOF = ̟
eαh
F ̟
βh
F OF = u
αh̟eαhF ̟
βh
F OF
et comme pour tout σ ∈ S on a σ(u̟eF ) = u̟
e
F , on de´duit la minoration suivante :
sup
z∈̟h
F
OF
∣∣∣ N1∑
k=N2+1
Pk(z)
∣∣∣ ≤ sup
N2+1≤k≤N1
sup
z∈̟h
F
OF
|Pk(z)|
≤ sup
N2+1≤k≤N1
|(u̟eF )
αhk| sup
z∈̟
βh
F
OF
|Pk(z)|
≤ sup
N2+1≤k≤N1
q−eαhkM2
≤M2q
−eαh(N2+1).
Un calcul analogue montre que :
sup
z∈̟h
F
OF
|PN2(z)| ≥M1q
−eαhN2 .
Par ce qui pre´ce`de on de´duit qu’il existe un h0 ∈ Z≥0 tel que pour tout h ≥ h0 on a :
sup
z∈̟h
F
OF
|PN2(z)| > sup
z∈̟h
F
OF
∣∣∣ N1∑
k=N2+1
PNk(z)
∣∣∣.(A.1)
Pour tout h ∈ Z≥0 il existe 0 ≤ γh ≤ e− 1 tel que h+ γh est multiple de e. Alors en utilisant
le fait que σ
(
u
h+γh
e ̟h+γhF
)
= u
h+γh
e ̟h+γhF pour tout σ ∈ S et l’ine´galite´ (A.1), on a pour
tout h ≥ h0 :
sup
z∈̟h
F
OF
|P (z)| ≥ sup
z∈̟
h+γh
F
OF
|P (z)| = sup
z∈̟
h+γh
F
OF
|PN2(z)|
= q−(h+γh)N2 sup
z∈OF
|PN2(z)|
≥ Cq−hN2 sup
z∈OF
|P (z)|.
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ou` l’on a pose´ :
C = q−(e−1)N2
supz∈OF |PN2(z)|
supz∈OF |P (z)|
.
Cela permet de conclure.

Proposition A.3. Conservons les notations de la Proposition A.1. Il existe une constante
C ∈ R≥1 et un n0 ∈ Z≥0 tels que pour tout h ≥ n0 et tout m ∈ I=N on a :
|am|q
−hN ≤ C sup
z∈̟h
F
OF
|P (z)|.
Preuve. Notons N2 l’entier positif tel que P s’e´crit sous la forme :
P (z) =
∑
i∈I≤N
i∈I≥N2
ai
zi
i!
.
Montrons qu’il existe un n0 ∈ Z≥0 et une constante C ∈ R>0 tels que pour tout h ≥ n0 et
tout τ ∈ S on a :
sup
z∈̟h
F
OF
|∆eτ ,hP (z)| ≤ C sup
z∈̟h
F
OF
|P (z)|.(A.2)
Rappelons que ∆eτ ,hP est de´finie pour tout h ∈ Z≥0 et tout z ∈ OF par :
∆eτ ,hP (z) =
∑
i∈I≤N
ai
i!
∏
σ∈S−{τ}
σ(z)iσ τ(z +̟hF )
iτ − P (z)
=
∑
i∈I≤N
iτ∑
k=1
ai
i!
(
iτ
k
)
τ(̟F )
hkτ(z)iτ−k
∏
σ∈S−{τ}
σ(z)iσ .
On voit facilement qu’il existe n′ ∈ Z≥0 tel que pour tout i ∈ I≤N et tout 1 ≤ k ≤ iτ on a :
sup
z∈OF
∣∣∣ai
i!
τ(̟F )
n′kτ(z)iτ−k
∏
σ∈S−{τ}
σ(z)iσ
∣∣∣ ≤ sup
z∈OF
|P (z)|.(A.3)
De plus, d’apre`s le Lemme A.2 on sait qu’il existe une constante C1 ∈ R>0 telle que pour
tout h ∈ Z≥0 on a :
sup
z∈̟h
F
OF
|P (z)| ≥ C1q
−hN2 sup
z∈OF
|P (z)|.(A.4)
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Notons n′′ le plus petit entier positif tel que |̟n
′′
F | ≤ C1. On a pour tout h ∈ Z≥0 et tout
1 ≤ k ≤ iτ :
sup
z∈̟h+n
′+n′′
F
OF
∣∣∣ai
i!
τ(̟F )
(h+n′+n′′)kτ(z)iτ−k
∏
σ∈S−{τ}
σ(z)iσ
∣∣∣
=
∣∣∣τ(̟F )(h+n′+n′′)kτ(̟(h+n′+n′′)F )iτ−k ∏
σ∈S−{τ}
σ
(
̟
(h+n′+n′′)
F
)iσ ∣∣∣∣∣τ(̟F )−n′k∣∣
· sup
z∈̟h+n
′+n′′
F
OF
∣∣∣ai
i!
τ(̟F )
n′kτ
( z
̟h+n
′+n′′
F
)iτ−k ∏
σ∈S−{τ}
σ
( z
̟h+n
′+n′′
F
)iσ ∣∣∣
(A.3)
≤ CC1q
−N2(h+n′+n′′) sup
z∈OF
|P (z)|
(A.4)
≤ C sup
z∈̟h+n
′+n′′
F
OF
|P (z)|
ou` l’on a pose´ C = sup1≤k≤mτ
1
|̟
(n′+n′′)k
F
|
. On en de´duit (A.2) pour tout h ≥ n0, ou` n0
de´f
=
n′ + n′′. Donc, quitte a` changer n0 et C, on a pour tout h ≥ n0 :
sup
z∈̟h
F
OF
|∆m,hP (z)| ≤ C sup
z∈̟h
F
OF
|P (z)|.(A.5)
Or, d’apre`s la Proposition A.1, on a pour tout h ≥ n0 :
∆m,hP (z) = am(̟
h
F )
m.
et, par l’ine´galite´ (A.5) on obtient :
|am| q
−h|m| ≤ C sup
z∈̟h
F
OF
|P (z)|,
d’ou` le re´sultat. 
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